
浅  谈  不  等  式  证  法    
  四川省苍溪实验中学校     何雪松     
不等式是高中数学中的主要内容，是每年高考必考的内容，几乎涉及整个高中数学的各个部分。不等式的证明是高中数学中对逻辑推理能力要求较高的内容；是高中数学中的一个难点；也是近几年高考的热点内容。教学过程中除了注重教材中的比较法、分析法、综合法和反证法以外，应重视以下六种证法：
一、换元法：换元在不等式证明中，常常可以化难为易、化繁为简。换元常见的有三角换元和代数换元两种。但要特别注意换元的等价性。
1、三角换元：
例1、求证：
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所以  当
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评注：常见三角换元的方法：

①对于
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②对于
[image: image22.wmf]1

2

-

x

，因为
[image: image23.wmf]1

³

x

，可设
[image: image24.wmf].

q

sce

x

=


③对于
[image: image25.wmf]1

2

+

x

，因为
[image: image26.wmf]R

x

Î

，可设
[image: image27.wmf].

2

,

2

,

tan

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

Î

=

p

p

q

q

x


④若
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⑤若
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⑦若
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2、代数换元：

例2、若
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证明：因为
[image: image41.wmf],

c

b

a

>

>

所以
[image: image42.wmf]0

,

0

,

0

>

-

>

-

>

-

c

a

c

b

b

a


      设
[image: image43.wmf]0

,

,

>

+

=

-

=

-

=

-

y

x

c

a

y

c

b

x

b

a

则


所以，原不等式转化为证明不等式：
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即证：
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显然不等式①成立，当且仅当
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评注：对于具有一定结构特色的代数式，可根据题目的特点，巧设某些代数式作“整体代数换元”、“均值代数换元”、“设差代数换元”等达到消元目的，使问题简化。

二、放缩法：在证明不等式时，把不等式的一边适当放大或缩小，利用不等式的传递性来证明。
例3、设
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      求证：
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证明：因为
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且
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故          
[image: image57.wmf](

)

2

1

2

)

1

(

2

+

<

<

+

n

s

n

n

n

对于
[image: image58.wmf]*

Î

N

n

恒成立
评注：
①本题中对
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证得结论是：
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不是所要证的不等式，所以放缩要适当。
②放缩经常采用的技巧是：⑴舍去一些正项（或负项）。⑵在和或积中放大（或缩小）某些项。⑶扩大（或缩小）分式的分子（或分母）等。
三、基本不等式法：利用基本不等式及其变形证明不等式简捷易行，方便灵活。

例4、已知
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证明：因为
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又因为
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评注：

①不等式证明中若遇到和式或积式，可考虑运用均值不等式放缩。

②常用基本不等式的变形有：
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四、判别式法：在二次函数
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例5、设
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证明：令
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评注：
①本题也可以转化成
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②与二次函数有关的或通过等价变换能变为二次函数的问题，可试着用判别式法证明相关的不等式。
五、函数单调性法：利用单调函数中自变量大小与函数值之间的联系，从而达到证明不等式的目的。但是解题时必须先确定函数的单调性。要特别重视这种方法,因为高考中常把不等式综合在函数、数列或其它数学问题之中。
例6、若
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证明：不等式左边=
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评注：
从不等式展开式结构观察，若不等式具有“
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六、构造法：根据欲证不等式的具体结构特征，通过构造函数、方程、数列、向量和图形等，再利用其相应性质求证。从而达到转化、简化证明的目的。
例7、若
[image: image123.wmf],

0

>

x

   求证：
[image: image124.wmf]2

5

1

1

1

³

+

+

+

x

x

x

x


证明：令
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评注：

①构造函数法证明不等式，关键在于找到能够反映所要证不等式特征的合适的函数，从而就可以利用该函数的性质去证明不等式。 
②能否顺利地利用构造法的数学思想来证明不等式，最重要的是要有扎实的基本功和多种思维品质，敢于打破常规，能根据所给的条件,恰当的构造函数、方程、数列、向量和图形等模型,将问题转化为熟悉的数学问题来研究,从而化繁为简、化难为易,独辟蹊径，使问题获得妙解。
总之，不等式的证明既是研究不等式的一个重要方面；又是集中体现了高中数学中的各种基本方法，加之题型广泛、涉及面大、证法灵活，且其证明更能考查学生的综合能力。因此，不等式的证明与数列、函数、解析几何等知识的综合问题，备受高考命题者青睐。所以，在不等式的证明过程中要特别注意“拆、拼、凑“等技巧。积极主动的去探索新方法，同时要注意归纳总结。
（邮编：628400；联系电话：13981257696）
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