高中数学教学课程中代数问题的求解

福建省宁德市周宁一中  叶孙满

摘要：某些代数问题，采用代数方法运算繁琐，学生常常感到“烦”或无从下手，文章针对常见的几种代数问题进行求解，希望对读者有所启示。
关键词：代数问题、联想、几何背景。
在数学教学中注重“联想”，有助于学生领悟到数学的整体观念和获得解决问题的能力。特别某些代数问题，若能“联想”它的几何“背景”，往往可以使问题轻松获解。
例1、求函数y=[image: image2.png]


＋[image: image4.png]


的最小值。
分析：本题若采用代数方法，则运算较繁琐，若能“联想”它的几何“背景”——两点间距离公式，不难发现，经过配方，可以把函数的右边看成是一个动点到两个定点的距离之和，再据此求函数的最小值。
解：由y=[image: image6.png]


＋[image: image8.png]



       ＝[image: image10.png]-2+ (0-2)2



＋[image: image12.png]x—0)2+(0-1)2




[image: image1.png]


令A（4，2）、B（0，1）、P（x，0），则上述问题便转化为在X轴上求一点P（X，0），使得|PA|+|PB|最小。
作点A（4，2）关于X轴的对称点A′（4，-2），由图便可直观地得出，|PA|+|PB|的最小值即为|BA′|的长度，由两点间的距离公式可得：
|BA′|=[image: image14.png]JE2+ (—2-1)2



＝5
∴函数y=[image: image16.png]


＋[image: image18.png]


的最小值为5。
变式引申：已知0﹤x﹤1，0﹤y﹤1，求证：
[image: image20.png]


＋[image: image22.png]x+ (1—y)?



＋[image: image24.png]


＋[image: image26.png]JA—-x)2+(1-y)?



≥2[image: image28.png]



分析：“联想”不等式左边的几何“背景”——两点间距离公式。
证明：设P（x，y）、O（0，0）、A（0，1）、B（1，0）、C（1，1）于是不等式左边表示为：
[image: image29.jpg])"A
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|OP|+|AP|+|BP|+|CP|，其中，P为以1为边长的正方形OBCA内任一点，则：
[image: image31.png]


＋
[image: image32.wmf])
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＋[image: image34.png]


＋[image: image36.png]JA—-x)2+(1-y)?



=|OP|+|AP|+|BP|+|CP|≥|AB|+|OC|=2[image: image38.png]



例2、求函数f(θ)[image: image40.png]


的最大值与最小值。
分析：f(θ)=[image: image42.png]sin@-1
cos 6-2



可以看成两点P（[image: image44.png]cos B



，[image: image46.png]sin B



），A（2，1）连线的斜率，而A为定点，P是圆[image: image48.png]


+[image: image50.png]


=1上的动点。因此，求函数f(θ)的最值问题就“联想”到它的几何“背景”——求直线PA的斜率的最值。
解：如图f(θ)可看成P（[image: image52.png]cos B



，[image: image54.png]sin B



），A（2，1）两点连线的斜率，且P在圆[image: image56.png]


+[image: image58.png]


=1上运动，过定点A作圆的两条切线AP1，AP2，则AP1斜率最小，且最小值为0，AP2的斜率最大，下面求AP2的斜率，设AP2的斜率为k，则直线AP2的方程为：y-1=k（x-2）即kx-y-2k+1=0
[image: image189.jpg]A4,2)




AP2与圆[image: image60.png]


+[image: image62.png]


=1相切
∴圆心到切线的距离d=[image: image64.png]


=1
两边平方整理得3k2-4k=0
∴k=0或k=[image: image66.png]


（其中k=0是AP1的斜率）
∴kAP2=[image: image68.png]



∴f(θ)max=[image: image70.png]


, f(θ)min=0
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例3、已知实数x,y满足   2x+y-2≥0
  x-2y+4≥0
  3x-y-3≤0
问：（1）[image: image72.png]


=[image: image74.png]


+[image: image76.png]


在何时取得最大值和最小值？最大值、最小值各是多少？
   （2）t= [image: image78.png]y+1
x+1



的情况又怎样？
   （3）u= [image: image80.png]


+y的情况又怎样？
    分析：可知x、y的约束条件是线性的。
   （1）因为[image: image82.png]


=[image: image84.png]


+[image: image86.png]


=[image: image88.png](x— 0)?



+[image: image90.png](y—0)?



,所以“联想”它的几何“背景”——两点间距离的平方。故[image: image92.png]


为可行域内动点（x,y）到原点O（0，0）距离的平方；
    (2)函数u=[image: image94.png]


+y即为y=-[image: image96.png]


+u,“联想”它的几何“背景”——抛物线,顶点（O，u）在y轴上移动；
（3）t=[image: image98.png]y+1
x+1



“联想”它的几何“背景”——两点连线的斜率公式，[image: image100.png]y+1
x+1



 = [image: image102.png]y—(-1)
x—(—1)




为两点（x,y）与（-1，-1）连线的斜率。
[image: image191.jpg]


解：画出不等式组  2x+y-2≥0
x-2y+4≥0
3x-y-3≤0
表示的平面区域，如图所示为 △ABC包括边界及其内部。
[image: image103.jpg]



（1）因为[image: image105.png]


=[image: image107.png]


+[image: image109.png]


=[image: image111.png](x— 0)?



+[image: image113.png](y—0)?



,表示的是可行域内的动点M（x,y）到原点距离的平方，可知当点M在边AC上滑动，且OM⊥AC时，[image: image115.png]


取得取小值，于是[image: image117.png]-



=[image: image119.png]dz



=[image: image121.png]lo+0-2]

s




2=[image: image123.png]


；当点M滑到与点B（2，3）重合时，w取得最大值，即：
[image: image125.png]


=[image: image127.png]W (@2-0)2+@3-0)2)?



=13,
故[image: image129.png]-



= [image: image131.png]


,[image: image133.png]


=13
(2)因u=[image: image135.png]


+y变为y=[image: image137.png]


+u，令u=0，得y=[image: image139.png]


，作抛物线y=[image: image141.png]


，如图所示，由图可知，向上移动抛物线，当抛物线y=[image: image143.png]


+u与直线2x+y-2=0相切时，u取得最小值；当抛物线经过点B（2，3）时，u取得最大值。
       y=[image: image145.png]


+u
   2x+y-2=0      得[image: image147.png]


-2x-(u-2)=0
∵抛物线与直线相切，∴   =[image: image149.png](—2)?



+4(u-2)=0
[image: image150.wmf]Þ

u=0.
即[image: image152.png]


=1.
令抛物线y=[image: image154.png]


+u经过点B（2，3），即
3=[image: image156.png]—(2)?



+u
[image: image157.wmf]Þ

u=7,∴[image: image159.png]


=7.
故u=x+y的最大值为7，最小值为1。
（3）因为t=[image: image161.png]y+1
x+1



=[image: image163.png]y—(-1)
x—(—1)




是可行域内的动点M（x,y）与定点P（-1，-1）连线的斜率，如图所示过定点P的动直线l扫过可行域  ABC时，可以看到直线PA的斜率最小，直线，PC的斜率最大。
[image: image165.png]


=[image: image167.png]0+1
1+1



=[image: image169.png]


,  [image: image171.png]


=[image: image173.png]2+1
0+1



=3,
故知t的最大值为3，最小值为
[image: image174.wmf]2

1

。
    例4、不等式[image: image176.png]


＞.ax的解集员（0，4），求a的求值范围。
分析：令y1=[image: image178.png]


（0≤x≤4），y2=ax，则y1=[image: image180.png]


（0≤x≤4）是圆心在（2，0），半径为2的圆在X轴上方的部分,y2=ax是过原点且斜率为a的直线，故不等式就“联想”到它的几何“背景”——直线与圆，问题迎刃而解。
解：令y1=[image: image182.png]


（0≤x≤4），y2=ax
∴不等式[image: image184.png]


＞ax的几何意义是半圆在条形区域{（x，y）|0<x≤4，0＜y≤2}上恒处于直线的上方，如图所示，a＜0时，上结论恒成立。
∴a的取值范围是（-∞，0）。
变式引申：已知关于x的不等式[image: image186.png]


＞ax的解区间为（0，2）的子集，求a的取值范围。
分析：类似例5处理。
解：设函数y1=[image: image188.png]


（0≤x≤4），y2=ax，其图象如图所示，要使不等式的解区间为（0，2）的子集，由图易知a≥1。
解析几何是在坐标系的基础上，用代数的方法研究几何问题的一门数学学科，它把平面上的点与有序实数对之间建立起对应关系，使平面上某些曲线与某些方程之间建立对应关系，使平面图形的某些性质（形状、位置、大小）可以用相应的数、式表示出来，使平面上某些几何问题可以转化为相应的代数问题研究。反之，某些代数问题又可以转化为相应的几何问题研究。

总之，代数问题若能“联想”它的几何“背景”，利用图形的直观效果，巧妙地求解，使求解的过程异常简捷，从而体现了数形结合，数形统一，形与数达到完美的统一的目的。
由
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